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0 PRELIMINARES. NUMEROS Y CONJUNTOS

0.1 P-1 NUmeros enteros.

Llamamos diferencia —b de estos dos enter@sy b, a otro entera que satisface la igualdad= b +
d.

Sia#0yb=a- qpara algin nimero entegpdiremos qua divide ab, y se escribe|a.
Criterios de divisibilidad

Un nuimero es divisible p&, si termina en cero o cifra par.
Un namero es divisible p@;, si la suma de sus digitos nos da multiplo de 3.
Un numero es divisible pdr, si termina en cero o cinco.

El valor absoluto o médulo de un nimero entero es su valor numérico sin temeuenta ssignq
sea este positivo (+) o0 negativo (-).

Division. Si a y b son dos numeros enteros bgh 0, existenq y r enteros tales que=b-q +r,
donde O<r < p|. Ademagy y r son unicos. A los nimeras b, qy r se les llama dividendo, divisor,
cociente y resto.

Un numeronatural ¢ esdivisible por otroa cuandda division es exactaEl cociente es otro nimero
natural y el resto de la division es cero.

a divide ac
a es un divisor de
¢ es multiploa

El maximo comun divisor (abreviadancd) de dos o0 mas numeros es el mayor nimero quevioe d
sin dejar resto.

Méaximo comun divisor. Comunes al menor exponente

El minimo comun multiplo (mcm) de dos 0 mas nameros naturales es el menor nuratral que es
multiplo de todos ellos.

Minimo comun multiplo. Comunes y no comunes al mayor exponente.

Un nimero primoes un nimero natural mayor que 1, que tiene Umntardos divisores distintos: él
mismo y el 1

Un nimero compuestdiene uno o mas divisores distintos a 1 y a simis
Factorizacién, seam, b, cnimeros naturales si= alb se denomina factorizacién en factores.de
Descomposicion en factores primos.

Los numeros compuestos, se pueden expresar cordacpwe de potencias de nameros primos, a
dicha expresion se le llama descomposicién de orenulen factores primos.

La descomposicion de un numero es muy Util puedagupoder calcular el maximo comuan divisor o
minimo comun multiplo de varios numeros.



0.2 P-2 NUumeros racionales.

Fraccion
a numerador
b denominado

N
wlpE

Nip

Fracciones equivalentes.

y ald=Dblt

olo

<
d

Reducir dos o mas fracciones a comun denominadas hallar otras fracciones equivalentes que
tengan todas ellas el mismo denominador.

Operaciones fracciones.
Igual denominador

Suma

Distinto denominador

ald+ blc

a,c
Sumay resta—+—=
b d bCd

Producto EE—E =£b
b d b

..., a
Division —+—=——
b

La expresion decimal de un numero racional es fandodecimal que se obtiene al dividir el
numerador por el denominador.

0.3 P-3 Numeros irracionales y niameros reales.

NUmero irracionat es un nimero decimal infinito no periédiaf®2 , 7, etc.



0.4 P-4 Desigualdades y valor absoluto de un nimero rea

Dado un namero rea, se llama valor absoluto @ al mismo numero si es positivo o cero, 0 a su
opuesto sa es negativo. Es decir:

la] =a, sia>0
la] =a, sia<0

0.5 P-5 Potencias de numeros reales.

Sia es un numero realryes un nimero natural no nulo el produat@[&ll..a se representa p&"
L —

(n vece$

y se denomina potencia de basgexponenta, o a elevado an.
Sin=0 entoncesa’ =1.
am mn - am+ n

a.I"I [ﬂ)n :(al:bn

a" _(a)

b" b

Dado un numero natural n no nulo y un nimero resitpo a, siempre existe un niamero real positivo
b tal queb" = a.

1
Se dice que b es la raizesimade a y se escribe={a o b=a"

Potencia con exponente fraccionado.

0.6 P-6 Ecuaciones e inecuaciones lineales. Sistemafdeaciones.

Ecuacion es toda igualdad que relaciona niumeros con ldteasletras se denominan incognitas y son
las que debemos hallar.

Plantear, traducir las condiciones literales a simbolosamgiticos.

Resolver, hallar el valor de las incognitas.



Ecuaciones de una incognita.

Tenemos que hallar nimeros tales que al reemplagancdognitas se cumple la igualdad de los dos
miembros.

Ecuaciones con mas de una incégnita.

La solucién son tantos numeros como incognitas.

Sistemas de ecuaciones.

La solucién del sistema son nimeros que son solutgdodas las ecuaciones
Dos ecuaciones saquivalentessi tienen las mismas soluciones.

Si sumamos o0 restamos ambos miembros de una ecuaciéon un mismo nungerobSene una
equivalente.

Si multiplicamos o dividimoa ambos miembros de una ecuacién un mismo nunstnota de cero se
obtiene una equivalente.

Podemos pasar cualquier término de una ecuaciamdaiembro a otro sin mas que cambiarle el
signo.

Si a y b son dos nimeros reales, una ecuaciorl Boeeauna incognitx de la formaax=b esta en
forma normal.

El nimeroa es elcoeficientede la incognita.
El nimerob se denomin&rmino independiente

Dada la ecuacié@ax= b, dondea y b son nimeros realesxyes la incégnita se cumple:

o Sia#0 laecuacion tiene una Unica solucivr —.
a

o Sia=0 hay dos casos:
* Si b=0 la ecuacién tiene infinitas soluciones ya &= 0.
* Sib#0 no hay solucién ya que no se puede cuniilik=Db.

0.7 P-7 Ecuaciones de segundo grado.

Una expresion como est’ + bx+ ¢=0, dondea, b y ¢ son nimeros reales conocidos eca0 y X
es una cantidad desconocida que se denomina \ariabl

b++b?-4ac

2a

Las soluciones de una ecuacion de segundo grauklaa con esta formula:

Si b? —4ac>0 — 2 Soluciones
Si b? —4ac=0 -1 Solucion x:_—b
2a

Sib —4ac<0 - No tiene

. ., . . /—c
Si la ecuacion es de la fornax® +¢ =0 cona #0 , tiene dos solucionex =+, |—
a
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Una expresion como est* + bX + ¢=0, es unacuacion bicuadradapara resolverla utilizamos el
algoritmo de la ecuacion de segundo grado.

0.8 P-8 Definiciones de conjunto y subconjunto.

Los conjuntos se representan con letras mayusculas, A, B,C ,...
Los elementosse representas con mindsculas, a, b, c, x, y, z.
Relacion de pertenencia:

» El elementa pertenece al conjunto X0 X
» El elementa no pertenece al conjunto A[1Z
Formas de definir un conjunto:

e Enumeracién: enumeramos todos y cada uno de lo®stes.
» Descripcion: definimos alguna caracteristica comtéimdos los elementos.
Conjunto definidos poextension

S = {lunes, martes, miércoles, jueves, viernesaddppdomingo}
V={a, elio,u}

Conjunto definidos pocompresion

S = {dias de la semana}

V = {vocales del espafiol}

Porcompresionpodemos definir de la siguiente manera los coogint
Vv ={x0 A xes vocd

V es el conjunto de los elementogue pertenecen al conjunto de las letras deletifadspariol
A, tales que es una vocal.

Relacién de inclusion:

Dados dos conjuntos A y B, se dice que A estaitclen B y se escribé [1 B cuando todos los
elementos de A pertenecen a B.

Si A esta contenido en B se dice que A es un syietinde B 0 que A es una parte de B.
Propiedades de la inclusion de conjuntos.

* Reflexiva: todo conjunto A esta contenido en si mismo.
Al A.

e Transitiva: Si un conjunto A esta contenido en otro B, y Baesintenido en otro conjunto C,
entonces A esta contenido en C.
Si ADOBy BUOC, entoncesAL] C.

Si Ay B son dos conjuntos tales géé 1 B y B [0 A entonces son iguales=B.

Conjunto universal, es el conjunto que contieneo@sg los conjuntos que se analizan en un
determinado contexto y se representaljhor



Conjunto vacio es un conjunto que no tiene elensesmrepresenta par.
Cualquiera que sea el conjunto A se cumiplel A.

El conjunto de las partesde un conjunto A es el conjunto cuyos elementas wmos los
subconjuntos de A. Se representa PoR) .

Si el conjunto A tien@ elementos, el conjunto de las partes de A tZhelementos.
DIAGRAMAS DE VENN

Los conjuntos suelen representarse por medio de dibojos denominados diagramas de Venn. El
conjunto universal lo representamos por un recténgios conjuntos por circulos dentro del conjunto
universal.




0.9 P-9 Operaciones con conjuntos.

Lainterseccionde dos conjuntos A y B es el conjunto que tiemaaelementos los comunes a ambos
conjuntos, se representa pan B.

Dosconjuntos son disjuntossi no tienen elementos comundsy B=11.

La unién de los conjuntos A y B es el conjunto que tiena@@lementos los que pertenecen a alguno
de los conjuntos, se representa ol B.

El conjunto complementario de A esta formado por los elementos del conjumivensal que no
pertenecen a A, se representa por

La diferencia de dos conjuntos A y B es el conjunto formado josr elementos de A que no
pertenecen a B, se representa porB.

La diferencia de dos conjuntos A y B es igual atarseccion de A con el complementario de B, se
representa poA-B= An B°.

CuandoA-B= Ao B- A= B entoncesAn B=[1.

Anl=0 (AC)C:A

AnU=A

An A= A An A=

AnB=Bn A AOA =U

(AnB)nC=An(Bn g An(BOC)=(An BO( A Q

AnBOA AnBOB AO(BnC)=(ADBn( AJQ

Si B A entoncesAn B=B c

ADD = A (AnB) =ADFE

AOU=U (ADB)"=An B

AO A= A

ADB= B0 A AOB=(An BO( A B)0( An §
(AOB)OC=AD(BJ Q =(AnB)O(A-BO(B- A

AOAOB BOAOB AOBOC=(An Bn QO( A Br €)O( A Bn ¢
Si BO A entoncesAlI B= A

0c =y 0(A°nBnC)O(AN B n C)O( An B C)
U®=0 0(A°n B°n C)

Dados dos conjunto A y B, los pares ordenados deraa §,y) conx € A ey € B forman un tercer
conjunto que se designa por A x B y se denompioducto cartesianale A por B.



1 TEMA 1. Estadistica y probabilidad

1.1 Estadistica descriptiva.

La estadistica es la ciencia que estudia mediante métodos cativtis, caracteristicas de las
poblaciones obtenidas como sintesis de la obsérvae unidades estadisticas.

Poblacién conjunto de seres u objetos acerca de los gdessa obtener informacion.

Muestra, subconjunto de individuos que son observados giatener informacion sobre el total de la
poblacién a que pertenecen.

Individuo, cada uno de los elementos de los miembros dablagon.

Variable estadistica caracteristica observada en el estudio estamligic una muestra o de una
poblacion.

La frecuencia absolutade una modalidad o valor de la variable es el marde observaciones que
presentan esa modalidad o valor.

La suma de frecuencias absolutak; +F, +...+ F, =N

La frecuencia relativa de la modalidad o valox es la proporcion de observaciones que presentan el

valor X, se representa pdy :%.

La suma de las frecuencias relativade todas las modalidades o valores es igual a 1.
Parametros estadisticos de centralizacion.

La Moda de una poblacién, o muestra, es el vajate mayor frecuencia absolutaobservado en la
poblacion.

La Mediana de la poblacion, o muestra es el vaioral que la suma de las frecuencias de los valores
desdex; hasta él, y de él hastaes la mitad del tamafio N de la poblacion.

La media aritmética es igual a la suma de todos sus valores dividitte @l nimero de sumandos.

xREXR+. X F S

X
X =
F+F,+..+F, N

La media aritmética de una distribucién de frecuencias relativas.

n

X=xfi+x bt +xf=> xf

i=1



Parametros estadisticos de dispersion.
1 -
La desviacion Media de la poblacion, o muestra[éd: :NZ‘X - ><1 [h
i=1

La varianza es la media aritmética de los cuadrados de susagemes respecto de la media, se

()(1—7()2+(x2—7<)2+...+( )ﬁ——)gz :lzn:(

representa pors’ = x =X)".
n ni=

La desviacion tipicaes la raiz cuadrada de la varianza, se reprenda po

) \/(xl—7<)2+(x2—7<)2+...+(>ﬁ—_><)2: %Z”:()ﬁ_)_()z

S =
n i=1

Varianza de una distribucion de frecuencias absolas:

S

(= R) RH(%-%) B+ (X=X E_1¢ (x )’
F+F+..+F, N <

Varianza de una distribucion de frecuencias relatigas:
$=(x-%" {+(%=%" t+.+( ¥ f=2( X
i=1

La varianza es igual a la media de los cuadrados de los dat®s el cuadrado de la media, se
X+t 13
representa pors’ = X% X -X =) K-

n Nz

Coeficiente de variaciénal cociente entre la desviacion tipica y la mesdigele expresarse en forma

de porcentajeCV = g
X

1.2 Probabilidad.

Suceso elementalcada uno de los posibles resultados individudéesin experimento aleatorio. Se
representa como un conjunto de un unico elemento.

Un espacio muestrales el conjunto de los resultados posibles de yererento aleatorio y se
designa pof.

Un sucesoces un fendmeno aleatorio que podemos decir sthaido o no. Es cualquier subconjunto
del espacio muestral.

Una probabilidad sobre un espacio de posibilidddles una funcion que a cada subconjunto Ade
le asocia un numen®(S) esta funcion cumple las cuatro condiciones siga®

1. 0<sP(S)<1.

2. P(Q)=1.

3. Si AnB=0 entoncesP(ADO B)= P(A+ A B.
4. SiAesun sucesd?(A") =1-P(A.
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Espacio muestral equiprobable El espacio E =Xj,... X} constituido por |E| #1 sucesos elementales
se dice que es un espacio muestrasuleesos elementales equiprobaldesa probabilidad de cada
suceso elemental es la misma. Ademas en este caso,

P({x}) :é:% para cada=1,...n.

Ley de los grandes namerasAl repetir un experimento aleatorioveces en idénticas condiciones
fisicas, la frecuencia relativl (S), de aparicibn de un suceso elemental S, sexiapa a la
probabilidad P(S) del suceso cada vez mas al irear&an el nimero de vecesque se realiza el
experimento.

Regla de Laplace.

_ numero de casos favorables &

P(A
( ) namero de casos posibles

1.3 Probabilidad condicionada.

La probabilidad de que ocurra el suceso B cuandmmsas que A ha ocurrido se denomina
probabilidad de B condicionada por Ay se designa por el simboRm(B| Q :

La probabilidad condicionada reduce el espacioas#bpidades con la informacién adicional que nos
proporciona y mejora la probabilidad que se obtiene

P(An B)

P(B| A): P(A)

Si Ay B son dos sucesos, la probabilidad de queras ambos sucesos es igual a la probabilidad de
que ocurra primero A, por la probabilidad de quarecB si ya ha ocurrido A.

P(An B)= F(ATH 8 4

Sucesos Independientes

En un fendmeno aleatorio determinado diremos gqueeieso B es independiente del suceso A si se

cumple P(AB)=P(A y P(§ A= F(§
Es decir si se cumple(An B)= P( AOP( B

En la probabilidad condicionada un suceso A madlifec probabilidad de que ocurra otro B, pero no
siempre la probabilidad condicionada es distintéadaicial, en este caso un suceso es indepemdient
del otro.
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1.4 Principios basicos de la Combinatoria.

Principio de la adicion:

Si una tarea se puede realizar de dos formas psesiddndo la primera resultados posibles y la
segundan resultados posibles, entonces la tarea complgiaexe arrojam+n formas posibles.

SIUSU .. US| =8l +IS|+...+Isl.
Principio de la multiplicacién:

Si una experiencia esta compuesta de varias ejaga$a una de ellas admite diferentes posibilidades
el nimero total de situaciones posibles se obtandttiplicando.

S xS % xG =18 - IS - 1§

Principio del Complementario, Sean el conjunto U y dos subconjuntosy/\,, de U, tales que:
A;OA=U yAl n A, =d. Entonces |A = |U|* |A1|

1.5 Variaciones, Permutaciones y Combinaciones.

1.5.1 Variaciones sin repeticion.

Sea A un conjunto con elementos y < n, llamaremos variacion de ordem toda lista ordenada
formada por elementos distintos de entre loslementos de A.

Dos listas seran distintas si difieren en algumel&o o en el orden.

El nimero total de listas se indioa(n, r).

n!

(n=r)!

1.5.2 Permutaciones sin repeticion.

V(nr)=

Sea A un conjunto finito formado por elementos, una permutacién de A es una lista adien
formada por los elementos de A. Dos permutaciones de A difierela@olocacion de al menos uno
de los elementos. Las permutaciones son manerigtdéwlr objetos.

P(n)=nl

El factorial de un nimeropara todo entero positivo se define como el producto de todos los
nameros enteros positivos desde 1 hasta

La funcién factorial es formalmente definida metkael producto:
Sin>0.n=1-2-3-...-(n—-1)-n.

Sin=0,0'=1

12



1.5.3 Combinaciones sin repeticion.

Sea A un conjunto finito formado paer elementosr( > 0) y r un ndmero naturaf < n, una
combinacion de orden de A es una lista de elementos de A distintosaldss. Diremos que dos
combinaciones son diferentes si algun elemento m lista no se encuentra en la otra. Las
combinaciones son maneras de seleccionar objetos.

n!

n !
cn r):(rj: rin—r)!

El nimero de combinaciones lo podemos expresa sigliente manera:

Cnr: n :ﬁ:—n!
r P riiin-r)!

r

1.5.4 Permutaciones con repeticion

Sea A un conjunto finito cok elementosk > 0), una permutacion con repeticionrdelementos de
A, es una lista en la que el elementose repitemy veces. Dos listas son distintas si difieren en el
orden de sus elementos.

PR = n!

r ', !
1.5.5 Variaciones con repeticion

Si en la definicion anterior podemos repetir eletogmmbtendremos las variaciones con repeticion que
se representan por:

VR(n,r) =n'
1.5.6 Combinaciones con repeticion

Sea A un conjunto finito formado por elementos{ > 0) y r un ndmero natural < n, una
combinacion con repeticion de ordemle A es una lista de elementos de A en dondelémseatos
pueden repetirse. Diremos que dos combinacionesegmticion son diferentes si algin elemento de
una de las dos listas no se encuentra en la otra.

CR(n 1) = (n +rr —1]
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RESUMEN

Tenemosh elementos y formamos gruposrde

, Importa e| Puede | En cada 2
A prEON Orden | Repetirsg Agrupacion SORLCILA
n!
Variaciones S NO r<n V(nr)=
(n—r)!
Variaciones S| S| r<n VR(n,r) =n'
Repeticion
Permutaciones Sl NO r=n P(n) =n!
Permutaciones _ pr =M
Repeticion Sl Sl r=n R r, 10, !
. . n n!
Combinaciones NO NO r<n Cinn=| |=—+
r) riin-r)!
o n+r-1
Combinaciones) g S| r<n CR(n 1 :( j
Repeticion r
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2 TEMA 2. Polinomios. Fracciones algebraicas

2.1 Concepto de monomio

Un monomio es una expresion algebraica formada por un ceeafieiy unas variables, en la que las
Unicas operaciones que aparecen entre las variabte®!l producto y las potencias de exponente
natural.

2.2 Binomio de Newton
(a+b)’ =+ +2at
(a-b)* =&+ -2ak
(x+y)?=xX+3X y+3xy+ Y

(X=y)°’=xX-3Xy+3xy- y

(X+y)" :(gjxum Xt y+@ X2 §+...+(ni‘1j xy1+(:j J

2.3 Concepto de polinomio de una variable

Un polinomio, P, con coeficientes reales es unaesign de la forma:
ax'+ g X"+ +ax+a
donde g &,..., & € R.
El polinomio cero es aquel para el gyea,.1= ... =a=a=0.
Se llama grado de un polinomio al exponente detaneia maxima con coeficiente no nulo.

2.4 Valor nimero de un polinomios

A todo polinomio PX) se le puede asociar un valor numérico haciende@gmonder a cada niumero
real xo la imagen B(@), que se obtiene substituyendo en el polinomizal@ablex por el nimero real
Xo:

P(Xo) = aXo" + ahaXo - +...+ axo + &

El coeficiente binomiales igual al coeficiente d&' en el desarrollo polinémico que corresponde al
binomio(x+1)™

Seanm=5 yn =2, entonces tenemos q@®eBinlmn) =5!/ (2!- (5 -2))=5!/ (2!- 3!) = 10.
Coincide con el coeficiente dé en el desarrollo polinémico d& ¢ 1)°.
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2.5 Operaciones con polinomios

SUMA'Y RESTA

Se suman o restan los términos de igual grado.

P(X)=2X+4xX+1
Q(X)=-6X+7X+4x+1

P(X)+QXN=-4X+11X+ 4x 2
PY-QX=R3Y+(-F =8 %-3%-4

MULTIPLICACION

Multiplicacion de un namero por un polinomio.
302 -3¢ + 4x- I = 68— O+ 12¢ |
Multiplicacion de un monomio por un polinomio.
Se multiplica el monomio por todos y cada uno genhmnomios que forman el polinomio.
3¢ [ -3¢ + 4x- I = 68— o+ 18- 6X
Multiplicacion de polinomios.
Se multiplican uno a uno todos los términos dehpro por todos los del segundo.

P(X)=2X4x+1
Q(X) =32 +2

P(YQ(X=6X+12X+7X+ 8x -

2.6 Divisién Euclidea polinomios

-1
X2+ x+1
3 -1 | X +x+1
-3x*-3x*-3x-1 3x-3
-3x*-3x-1
3% +3x+ 3
2

16



2.6.1 Regla de Ruffini

Cuando el divisor es del tipota aplicaremos la REGLA DE RUFINI.

Xt +2x3 =3+ 4x— 29

X—-3
1 2 -3 4 -29
3 3 15 36 120
1 5 12 40| 91
Resto: 91

Coeficiente del divisor® +5x% +12x+ 40

2.7 Descomposicion en factores de un polinomio

Decimos que un numero reaks una raiz del polinomio P, cuando el valor nicoétel polinomio P
enaes cero, es decir, sidE= 0.

P(X)= X -4x+4
P(2)=4-8+4=(

X =2 es unaraiz.
Diremos que un polinomiB(x) es divisible por otro polinomiQ(x) cuando el resto sea 0.
Un ndamero a es raiz de un polinorRi(x), si y solo sP(x) es divisible pok - a.

Para buscaraices enterasde un polinomio hay quéuscar entre losdivisores del término
independiente

Un polinomio esrreducible cuando no puede ser expresado como producto o pdfinomios de
menor grado que él.
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2.8 Fracciones algebraicas

El objetivo consistira en descomponer un cociergepdlinomios como suma de fracciones mas
sencilla.

En este caso primeramente debemos efectuar laddivis

3 49y +
X 22x 1:()(+2)+
X —_—

X+ 3
X =1

2.8.1 Descomposicién en fracciones simples.

+1_ A B
x*-1 x+1 x-1

A N B Ax-1)+ B x1)
x+1 x-1 (x+D(x-1)

A(x-1)+ B(x+1)=3x+1
x=1-2B=4- B=2
x=-1--2A=-2- A=1

1 2

= 4=

X+1 x-1

18



3 TEMA 3. Elementos de geometria. Trigonometria

3.1 Puntosy rectas

Ecuacion explicita Ecuacién general
rsy=ax+b r =Ax+ By+ C=0
s=y=dx+ b s= Ax+ By+ C=0
rys se cortan aza A ¢E
Y A B
A _B,C
ry s son paralelas =dybzb —=—7—
yEeonp amey A B C
A_B_C
rysson coincidentes a=ay b=>0b ==
y a=ay B C

3.2 Medida de longitudes de segmentos y angulos

Dados dos puntos P y Q del plano, se llastanciaentre P y Q a la medida o longitud del segmento

PQ.

Un punto O sobre una reatajue divide a una recta en dos partes, llamaresmgrecta a cada una
de las partes.

Dos semirectas con el mismo extremo O determinanrdgiones del plano, cada una de dichas
regiones se denomina angulo.

Los &ngulos se designan usando letras grieg#s.,.
Angulos con medida especial:

« Angulo recto, mide 90°.

« Angulo llano, mide 180°.

« Angulo completo, mide 360°.

« Angulo agudo, medida menor de 90°.
« Angulo obtuso, medida mayor 90°.

La circunferencia.

Una circunferencia es el conjunto de puntos del@bue distan de otro punto O, llamammtrode la
circunferencia, una cantidad constaniemadaradio de la circunferencia.

Ecuacién de la circunferencifix—x,)* +(y- y)* = 7.
Centro y radio de una circunferencia:

La ecuacion de la forma® + y* + ax+ by+ =0 representa una circunferencia con:
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= Centro: c:(—g,—gj.
2 2

= Radior =%\/a2 +b?-4c.
Circulo: dada la circunferencia de censq, y,) su circulo e§x—x)*+(y- y) < P.

Longitud de la circunferencid: = 27r .

Area del circulo:A= 2.

Un angulo se puede medir de dos maneras, en gead@gesimales y radianes. En la medida de
grados sexagesimales asignamos a una circunfereocipleta 360°, cada grado tiene 60" y cada
minuto 60”°. La medida en radianes parte de laid&in de radian, diremos que un angulo mide un
radian cuando su arco correspondiente es iguaia. ra

Interesa saber pasar de la medida en grados ad@anen radianes. Para ello tendremos en cuenta
que:

2zrad 360°

3—” rad 270°
2

7 rad 180°

5 90°
2

Un angulo de 45° midet52= = Z radianes.
180 4

Un angulo que mideg radianes midegdﬂ): 60°
T

3.3 Triangulos, triangulos semejantes y teorema de Tade

Diremos que dos triangulos cuyos angulos&gh yy o', 7, y° respectivamente, son semejantesg Si
=a,p=p.v=7"
La suma de las medidas de los angulos de un tiiduegulL80°.

Teorema de Tales Si en un triAngulo se traza una linea paralelaadquiera de sus lados, se obtiene
un triangulo que es semejante al triangulo daddosSiados de dos triangulos son a, b, c y a’'¢’b’,
entonces se cumple:

3.4 El teorema de Pitagoras
La hipotenusa al cuadrado es igual a la suma deatesos al cuadrado.
h? = b? + ¢
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3.5 Razones trigonométricas de angulos agudos

€3 sery ¢
ya cosy b
se c
tgy=—-—=-— Cotgy:i:ﬂzg
cosy b tgy sery ¢

3.6 Relaciones entre las razones trigonométricas de @mgulo agudo

serfy+cos y=1

3.7 Algunos célculos sencillos de razones trigopnomeétes

) . . . T
Dos angulos se dicen complementarios si su sumza es

sery = COEE—VJ' coy = serﬁf—y)'
2 ’ 2 ’

tgy :cotg(g —yj; cotgy = tg(g —yj;

3.8 De las razones trigonométricas al angulo

. . /4 .
Si 0 <x <1 existex tal quesena =xy 0 <a < E; al angulox se le denotarcsen x.
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3.9 Algunas aplicaciones de la trigonometria

Utilizamos la trigonometria para medicion de teoerresulta mas sencillo y preciso medir angulos
gue distancias

Resulta de gran utilidad en la navegacion.

3.10Fo6rmulas para el seno y el coseno de la suma y ddacia de angulos

sen(a + )
sen(a - B)
cos(a + )

)

sen(a - B) =cosa copB+ senr sef

setr cosf + cosxr sef
sea cosf — coxr sef

CO%r cof —semr sef

3.11 Coordenadas

Eje v [Ordenadas)

+

Sequndo Cuadrante Primer Cuadrante

Origen de coordenadas

Eje x [Abscisas]

Tercer Cuadrante Cuarto Cuadrante

(x,y) € 1° cuadrantex > 0, y > 0.
(xy) € 2° cuadrantex < 0,y > 0.
(xy) € 3 cuadrantex <0,y < 0.

(xy) € 4° cuadrantex >0,y < 0.
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3.12 Razones trigonométricas de angulos cualesquiera

Figura 3.56

T+

Figura 3.57

Figura 3.58

sen(nt —a) = sena
cos(mt —a) = —CcoSa
tg(n—a) =—tga
cotg(mr —a) = —cotga

sen(n + o) = —seno

cos(m + o) = —Ccosa
tg(r+a)=tga

cotg(m + o) = cotga

sen(2r —a) = —sena
Ccos(2r —a) =cosa
tg(2t—a) =—tga

cotg (2t —a) = —cotga

(0,1)|90° = 5 rad

e=0rad (1,0)

(0,-1)| 270 = 37 ad
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360°= 21 rad
T V3 1
330 = 6 d {T g ?}
" rad V2 V2 \
! 5 ' o
300° = — rad 1 —+/3
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0o 30e 450 60e Q0o 1200 1350 150e 180e
6 | 3 | 3 | 2 | 3|5 | =%
sin & 0 1 V2 NE] 1 NE] V2 1 0
2 2 2 2 2 2
cosf |1 V3 V2 1 0 _ l V2 V3 -1
2 2 2 2| 2 | Tz
tanf |0 V3 1 V3 ind | /3 -1 V3 0
3 _ _ _ _ 3
cscf | ind 2 V2 243 1 243 V2 2 ind
3 3
secf |1 2y3 V2 2 ind 2 |42 2V3 -1
3 _ _ 3
cot@ ind \,"3 1 1,‘,"3 0 1,‘,"3 -1 -\,"E ind
210° 225° 240° 270 300e 315® 330 360
fal 7 Sm 4 3m Sm 7 11w 0
6 4 3 2 3 4 6
gin @ 1 *.,."E 1.,."'§ 1 w.,."'i 1.,."5 1 0
2 | 2 | 2 2 |2 2
cosf V3 V2 1 ] 1 V2 V3 1
T2 | 2 2 2 2 2
tan V3 1 V3 ind V3 1 V3 0
3 3
csc B -2 -2 2V3 -1 273 | =2 -2 ind
- -
secH 243 2 -2 ind 2 V2 243 1
3 _ _
cot 8 V3 1 V3 0 V3 -1 3 ind
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4 TEMA 4. Matrices y determinantes

4.1 Concepto de Matriz

Llamaremosnatriz de orden o dimensidm-n a todo conjunto dern nimeros distribuidos an filas
y n columnas. Escribiremos las matrices encerradas eotchetes.

Las matrices se denotan con letras mayudsculas.elesentos con una letra minuscula con los
subindices que indican la fila y columaa

4.2 Tipos de Matriz

Matriz fila , es una matriz de dimensioémltambién se denomina vector fila.
A=[123456], matriz fila 16.
Matriz columna, es una matriz de dimensignl, también se le denomina vector columna.

1
A=| 2|, matriz columna 3.
3

Matriz cuadrada, es la que tiene el mismo namero de filas queotiennas.

1 20
A=|-1 2 3|, matriz cuadrada-3.
0 1 2

Se denomindiagonal principalde una matriz cuadrada la los elemeatos

A &,
A= 8y 8y @y
8y 83 Gy

Matriz triangular, es una matriz cuadrada en la que los elemenigsdss a un mismo lado de la
diagonal principal son nulos.

Si son nulos los elementos situados por debaja deagonal principal, se denomimatriz triangular
superior.

Si son nulos los elementos situados por encimaadéidgonal principal, se denomimaatriz
triangular inferior.

Matriz diagonal es una matriz cuadrada en la que los elemen®aagestan en la diagonal principal
son nulos.

Matriz unidad, cuando los elementos de la diagonal principadrval
Matriz nula, todos los elementos son O.

Matriz opuestaes una matriz cuyos elementos son los opuestios @ééementos de A.
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1 2 0
A:{ } Su opuesta esA:{

-1 -2 0
-3 -5 —

3 5 4

Matriz traspuestaa la matriz obtenida al cambiar filas por columnas

ST

Matriz simétrica,es la que coincide con su traspuesta.

Matriz antisimétricg es la que coincide con la opuesta de su traspuest

4.3 Operaciones con matrices

4.3.1 Suma y diferencia de matrices

Dadas dos matrices del mismo orden, llamaremosiznsima a la obtenida sumando término a
término, esta suma de matrices tiene las propiedate una suma de ndmeros: asociativa,
conmutativa, nula, opuesta.

{2 3 4}{1 6 j:{fﬂ 9 7;

10 - 0 2 1 2 -
Propiedades.

Conmutativa: A+ B =B + A.

Asociativa: A+ (B+C)=(A+B) +C.
Elemento neutro A+ 0=0+ A =A.

Elemento simétrico: A+ (- A)=(-A)+A=0.

4.3.2 Multiplicacion de un escalar por un nimero

Para multiplicar un nimero real por una matriz iplitamos dicho nimero por cada elemento de la
matriz. Esta operacion tiene una serie de propesiad

4.3.3 Multiplicacion de matrices

Dadas dos matrices A y B inicialmente podemos mlidérlas si columnas de A es igual a filas de B.
Si se cumple la condicion anterior Columnas - H@®FI) vemos como se obtiene el producto.

Lo 2 10 2 10 4 1
A= 2 1 BZ{ 10 J AB=|3 2 1 BDA={ 3 O}
-2 0 -4 -2 0

El producto de matrices tiene las propiedades bi@bs$ de un producto excepto la conmutativa, en
generalA [B es distinto deB [A .
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Llamaremos potencias de una matriz cuadrada:

A
A’ = ATA
A= AA

4.4 Matriz inversa

Cuando se cumple A =A™ A= |
Decimos que a tiene inversa, en caso de que @dsiaica.

Célculo de la matriz inversa por determinantes

1 ) t
Al=—[Ad
|A|E[1 i(A]

4.5 Determinantes

Un determinante serd un nimero que se asigna amatt& cuadrada, nos da informacion sobre el
rango de la matriz, la dependencia o independelecfdas y/o columnas.

Determinantes de orden 2

A{an aiz} As
% A

a; &

a, a 2311[9.22—812582]

2
2,
Determinantes de orden 3

&, @&, a;
A=l 8y &, &y
8y 8 8y

Regla de Sarrus

a, a4, &
A=1a, &, ay= allallagt alallaf aljallaz a al] a5 d) dg &, aj; aly
8 8y &

4.6 Célculo de un determinante por los elementos de urida o columna

Dada una matriz cuadrada de ordeA = (g;), sumatriz complementarialel element@; es la matriz
cuadrada de ordem-1, que designamos pM;j que se obtiene al eliminar la filisimay la columna
j-ésimade A.

Dada una matriz cuadrada de ordese llama menor complementario del elemegjtal determinante
de la matrizl\/li,-, |Mij |
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Dada una matriz cuadrada de orde = (g;), se llama adjunto del elemerdg y se designa por;A
al determinante de la mati;, | M; |, anteponiendo:

* el signo + sit+j es par
* el signo - si+j es impar

4.6.1 Desarrollo de un determinante por adjuntos

1 -2 1
A=l0 -3 2
1 4 -

-3 2 -2 1 -2
|A=1 -0 + =-5-1=-¢€

4 - 4 - -3
Dada una matriz cuadrada de ordem = (g;), se llama matriz adjunta de A, y se representa po
Adj(A), a la matriz que se obtiene al sustiruir@a&ementa;, por su adjunto correspondientg. A

La adjunta de la matriz A =) es Adj(A) = (A).

2 -2 2
Calculamos la matriz adjuntade lamakiz|2 1 O
3 -2 2

El determinante de la matriz A es |A| =#2.

Ahora calculamos los adjuntos de cagla

A, =(+)

2 14
:—7;

3 -

2 2 -

5 j——z, Azs—(—)‘3 _j-—z,

2 2 2 -
A=) j——z,Asz—(—)‘z j—4,A33—(+)‘2 j-e,

j=2:A2=(—>E j=—4:A3=(+>

|
N

A=) j:O; A,=(*)

|
N

2 -4 -7
Adi(A=| 0 -2 -2
-2 4 6
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4.7 Propiedades de los determinantes

El determinante de una matriz es igual al determende su matriz traspuesta, es decir |A| =
A,

Si los elementos de una fila o columna de una maie multiplican por un numero, el
determinante de la matriz queda multiplicado pohdinimero.

Si todas las filas o columnas de una matriz deromestan multiplicadas por un mismo
nimerol el determinante de la matriz que queda multipbgaoir".

Si todos los elementos de una fila o columna efdémados por dos sumandos, dicho
determinante se descompone en la suma de dos detetes.

El determinante del producto de dos matrices cdadraes igual al producto de los
determinantes de ambas matrices.

Si en un determinante se permutan entre si das dilaolumnas su determinante cambia de
signo.

Si un determinante tiene dos filas o columnas &gialproporcionales su determinante es 0.

Si los elementos de una fila o columna son comibnakineal de las otras, es decir, son el
resultado de sumar los elementos de las otras dilaslumnas multiplicadas por numeros
reales, su determinante es cero.

Si a los elementos de una fila 0 columna se le sumaacombinacién lineal de otras filas o
columnas, su determinante no varia.

El valor de un determinante triangular es iguapraducto de los elementos de la diagonal
principal.

Si los elementos de una fila o columna son todéssnel valor del determinante es cero.

4.8 Célculo de la matriz inversa de una matriz cuadradgor determinantes

Una matriz cuadrada es inversible si y solo sieterthinante es distinto de cero.

Se calcula mediante la siguiente expresiért:= il fAdi(A]

3 2
Calcular la matriz inversa de la mate= L }

=

| A

4

Tenemos que comprobar que la matriz sea invergile, 12 — 2 = 16 0.
Calculamos la matriz adjunta de la matriz A.

Au=(#)l4= 4 A, = (D)= -1 Ay = (0)[2= -2 A, = (+) 3= 3,
I

Adj(A —{_2 3}

Se calcula la matriz traspuesta de la matriz Adj(A)

Aou(A){_“2 ﬂ [Aou(A)]‘{_“1 _ﬂ

Ahora utilizamos la expresiorA™ = |iA| [pAdj( P)]t

4 -2

A—lzi[EA’ _2}: E E)
10(-1 3 —_1 _3

10 10
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4.9 Rango de una matriz

Se llamasubmatrizde una matriz A a toda matriz que se obtenga msigmmdo un cierto numero, que
puede ser nulo, de filas y un cierto nimero, quepser nulo, de columnas de la matriz A.

Se llamamenorde una matriz A al determinante de cualquier stwbmeuadrada de la matriz A.

Se llamarango de una matriz al orden de la mayor submatriz @agadcon determinante no nulo de
dicha matriz.

Podemos descartar una fila si:

» Todos sus coeficientes son cero.

» [Existen dos filas iguales.

* Unalinea es proporcional a otra.

* Unalinea es combinacién lineal de otras.

Comprobamos si tiene rango 1, para ello se tiemecgmplir que al menos un elemento de la matriz
no sea cero.

Tendra rango 2 si existe alguna submatriz cuadtadaden 2, tal que su determinante no sea nulo.

Tendra rango 3 si existe alguna submatriz cuadtadaden 3, tal que su determinante no sea nulo.
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5 TEMA 5. Sistemas de ecuaciones lineales

5.1 Ecuaciones lineales

Una ecuaciéon lineal es una igualdad con una o médgnitas donde sélo aparecen numeros
multiplicados por esas incégnitas y suma de esmduptos, asi como nameros.

En la ecuacion@+ 2y + 72=6
3, 2y 7 son losoeficientes de las incégnitas6 es etérmino independiente
Cuando etérmino independient@&s 0 se dice que la ecuacién es homogénea.

Resolver, es hallar el valor de las incégnitas.

5.2 Sistemas de ecuaciones lineales. Soluciones y &ieastion.

Un sistema de ecuaciones es de la siguiente manera:

X—2y+5z=1
2X+3y—-2z=2
3X+2y+4z=17

1, -2,5,..., 2y 4 son laoeficientes del sistemal,2 y 7 son log&érminos independientes, y, z son
las incognitas.

Resolver un sistema de ecuacioness hallar el valor de todas las incognitas quéican todas las
ecuaciones del sistema.

Cuando logérminos independientess 0 se dice que el sistema de ecuaciones es Boamg
Compatible determinadauna solucion.
Compatible indeterminadanfinitas soluciones.

Incompatible no tiene solucién.

|
U
]
U

Compatible derterminado — Una Unica solucién.

Compatible inderterminado — Infinitas soluciones.

o0 ool mO

O} _IENONON INONO
Bl omlU oOHNR
BO00 000 OO

Incompatible — No hay solucion.

©
©
©

Leyenda:

B Cualquier niamero real excepto el 0.
® El ndmero 0.

[0 Cualquier numero real.
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5.3 Sistemas equivalentes

Dos sistemas compatibles de ecuacionesgaivalentessi ambos tienen las mismas soluciones.
En el sistema de ecuaciones B, E, una combinacion lineal de dichas ecuaciones esuacion:
A =aE; +bE, + ... +hE,

dondea, b, hson niumeros reales.

5.3.1 Reglas de obtencion de sistemas equivalentes

Para pasar de un sistema a otro equivalente, padetitizar transformaciones:

» Multiplicar una ecuacion por un numero entero distide O.

* Intercambiar el orden de las ecuaciones.

» Sise cambia el orden de las incognitas, el sisesreqjuivalente.

e Si una ecuacion es combinacion lineal de otrasdgweiprimirse y el sistema resultante es
equivalente al primero.

» Si en un sistema de ecuaciones a una ecuaciénsana una combinacion lineal de otras,
entonces el sistema resultante es equivalente.

e Sumar a una ecuacion un multiplo de otra.

5.4 Métodos de resolucion de sistemas

Sistemas de dos ecuaciones lineales con dos irtaégni

» Método de sustitucion.
 Método de reduccion.
* Meétodo de igualacion.

METODO DE GAUSS

Esta basado en la aplicacién de las transformagieleenentales.

Se trata de conseguir que por debajo de la diagomabeficientes sean igual a 0. Para ello tendsem
gue conseguir que sean el contrario del pivoteespondiente en cada caso.

X+2y-z=1
2X—y+2z2=2
-3x+y-3z=-3
1 2 - 1 2 -1 X+2y—-z=1 z=0
=10 -5 =1 0-5 -5y+3z=0 y=0
o 7 - 0O 0-9 -9z=0 x=1
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5.5 Matrices asociadas a un sistema de ecuaciones

X+2y-z=1
Dado un sistema de ecuaciongg-y+ z=2
-3x+y-3z=-3

Se denominanatriz de coeficienteg matriz ampliadade dicho sistema a las siguientes matrices:

1+2-1 1+2-1 1

2-1+1 2-1+1

-3+1-3 -3+1-3-3
matriz de coeficientes matriz ampliada

5.6 Expresion matricial de un sistema de ecuaciones éales

X+2y—-z= 1
Dado un sistema da ecuaciones lineales corincognitas de la forma sigiente2x— y+ z=
-3x+ y—-3z=-3
1+2-1
Consideramos su matriz de coeficiented=1+1
-3+1-3
X 1
Y las matrices columnX =| 2x |y B=| 2
-3X -3

Tenemos la siguiente expresion matricialX A B

1+2-1 [ x 1
2-1+1 |0 X |=| 2
-3+1-3| |-%| |-3

Una n-upla (¢c,...,G) €s una solucidon del sistema de cuandd AB, siendo:

G
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5.7 Método de Cramer

Se aplica en sistemas con igual niumero de ecuacique incégnitas y tales que la matriz de
coeficientes tiene determinante distinto de cergidfema admite una Unica solucion. Paran = 3:

Al Al __|A)

X= iy = z=

AT A

5.8 Teorema de Rouché-Frobenius

Un sistema no homogéneo es compatible determinagosslo si el rango de la matriz de los
coeficientes coincide con el rango de la matrizladp. Si el sistema es compatible gs ese rango
comun:

Sir =n, el sistema esompatible determinado
Sir <n, el sistema esompatible indeterminado

Si los rangos son distintos, el sistemaesmpatible
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6 TEMA 6. Geometria vectorial del plano

6.1 Vectores en el plano

Un vector fijo AB es un segmento de origen A y exto B, que ademas es distinto del vector fijo BA.

Los vectores fijos AB y A'B” soequivalentessi los puntos medios de los segmentos AB” y A'B
coinciden.

Sean A, B, A" y B” cuatro puntos del plano de cengtlas (g&), (bi,by), (a1,a%) y (b"1,b"), diremos
gue el vector fijo AB es equivalente al vector #§dB"si y solo si:

(b1— &, b—a&) = (b1—a1, br—a?)
El conjunto de todos los vectores fijos equivalsr@eino dado AB recibe el nombrewvdetor libre

Dos vectores libre@ y w son iguales si y s6lo si sus coordenadas soneagwaf (a,b) yw = (c,d), son
iguales siysllosa=cyb=d.

El méduloo normadel vectow = (a,b) es el nimenty| =v/a*> + b . ||v|| es una magnitud escalar.

Dado un vectowr llamaremosvector opuestade v al vector que tiene el mismo médulo, la misma
direccidn y sentido opuesto al de

Designaremos el vectar opuesto de por —v.

Siv = (a,b) entonces las coordenaduas (—a,-b)

6.2 Operaciones con vectores

Sean los vectores libres= (a,b) yw = (c,d), sisumaes el vectorv + w= (a+c,b+d)
Sean los vectores libres= (a,b) yw = (c,d), suestaes el vectorv — w= (a—c,b—d)

El producto de un numero réapor un vector = (a,b) es otro vector cuyas coordenadas sorelas d
multiplicadas poi.:

rv=>A(a,b) = farb),reR
Este producto de un escalar por un vector tienesana de propiedades.
MV +W =Av +Aw
(AMtp)v =4v +puv

AMuv) = (v

lv=v
Ov=0
(-1)yv=-v
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6.3 Producto escalar

Dados los vectoreg = (a,b) yw = (c,d), se define producto escalarwdg w como el namero real
ac+bd

v-w = (a,b)(c,d) = ac+bd

El producto escalar de dos vectores es igual alysto de los mddulos por el coseno del angulo que
forman.

cos -a) =i

viw=|y| Dvj o4 5-a)

Podemos deducir que:y = ||\,1|2 , para todo vector.

Dos vectores no nulos que forman un angulo de@dferpendicularess ortogonales

La condicion necesaria y suficiente para que doswes no nulos sean ortogonales es que su producto
escalar sea cero.

Diremos que dos vectores stolinealescuando tienen representantes situados sobre aanmecta.

Dos vectores no nulosy w son colineales si y sélo gi= (a,b) yw = (AaAb), donde\ es un namero
real no nulo, en este cagy w sonproporcionales

6.4 Combinacion lineal de vectores

Un vectoru = (x,y) escombinacion linealdev y dew, es deciru depende linealmente dey dew si
existen dos numero realey p tales que:

U=»rv+pw

dos vectores y w sonlinealmente independientesi al expresar el vector 0 como combinacion lineal
devy dew, es decir:

0=Av+pw
Ay u son necesarimente nulos.

Un conjunto de vectores ésealmente independienteuando ningun vector es combinacion lineal de
los demaés.

Dos vectorey = (x,y) y w = (X',y") sonlinealmente independientes y soélo si:

XiO
y

. . . _ X
Dos vectores = (x,y) yw = (X',y") sonlinealmente dependientesproporcionalescuando
y

X‘:o
y

Un conjunto de vectores Bsealmente dependienteuando algun vector es combinacion lineal de los
demas.
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Dados dos vectoreinealmente independientess y w, cualquier otro vectou del plano puede
expresarse como combinacion lineavdew.

LlamaremosSistema Generadoa un conjuntoS de vectores, cuando cualquier vector se puede
expresar comoombinacion linealde vectores de S.

Un sistema generador formado por vecttiresalmente independiente®®ma el nombre dBase

Un mismo espacio vectorial puede tener distintasedaunque todas ellas estan formadas por el
mismo numero de vectores. A este nimero se le lthimansion.

Asi decimos que los vectores del plano tienen déder? y los del espacio dimension 3 Bg).

Dada una base, cualquier vector del espacio seapsribir como combinacion lineal de ella. Los
numeros de esa combinacion lineal reciben el nordbreomponentes del vector en la base, y son
anicos.

Todo vector del plano se puede expresar como un@ioacion lineal de los vectores de una base.

6.5 Rectas del plano y vectores

Una recta en el plano queda determinada por un péntizl plano y un vector no nulo

La direccién de la recta r determinada por el puxty el vectorv = (v1, v2) # 0, es el conjunto de
vectores

D(r) ={tv = (tvy, tvo): t e R}

Los vectores no nulos de f)&e llaman vectores de direccionrde

La direccion de la recta r determinada por el pdnto(3,1) y el vector = (-1, 2)# 0, es el conjunto
de vectores Df = {t-(-1, 2): te R} ={(- t, 2): t e R}

6.6 Ecuaciones de una recta

Ecuaciones Parameétricas

X—2=2t > x=2+2
y=3= t - y=3+t

Ecuacion Continua

t:x;z X—2 y_3
2

2
t=y-3

Si despejamog — 3, obtenemos la ecuacién punto pendieyte3=%(x— 2)
1 : )
A > lo llamamos pendiente y se denota pof

Se utiliza con frecuencia la ecuacion de la rectamx+ b
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Ecuacion General, Implicita, Cartesiana.

Ax+ By+ C=0

Si tenemos la recta r determinada por A = (5,4)weetor v = (1,-1), podemos obtener una ecuacion
implicita de r de la siguiente manera:

x-5 1

]l:O -X+5-y+4=0 -x+9-y=0
y-4 -

o _ |x-a h-a|_
Una ecuacion implicita de la recta r que pasa por(&,a) y B = (b,b,) es: ~ b- 3 =0

6.7 Posicion relativa de dos rectas en el plano

Ecuacién explicita)l Ecuacion general
rsy=ax+b r =Ax+By+ C=0
s=y=dx+ b s= Ax+ By C=0

' A_B

rysse cortan aza —t—
A_B_,C
r y sson paralelas a=aybzb e S
y p y N B C
A_B_C
rysson coincidentes| a=dayb=0b e
Y Y A B C

Si el sistema de ecuacionesresompatible, entonces son Paralelas

Si el sistema de ecuacionescempatible indeterminadentonces Coinciden
Si el sistema de ecuacionescempatible determinadentonces Se Cortan
Las rectas y sson paralelas, ||s, si y s6lo si D(r) = D(s).

Siv es un vector de direccion dg w es un vector de direccién dg y s son paralelas si y solosly
W, son proporcionales.

Rectas paralelas al eje de abscisas, tienen contorwdirectorv = (v;,0) por lo que las ecuaciones
Xx=g+Vv[

paramétricas sor{
y=a

Son de esta formg:+c=0

38



Vamos a estudiar un sistema de ecuaciones mediambatriz de coeficientes y su matriz ampliada.

Las rectas: 2x— 3y + 1 =0,s. 4x— 6y + 3 = 0, sorparalelas y distintasya que:

rano2 3—1 ran02_31—2
W4 6| 77 6 3

Las rectas: 2x+ 3y - 5 =0,s. 6x + 9y- 15 = 0, sorcoinciden ya que:

ran023—1 ran023_5—1
g69 4 g69—15

Lasrectas: x—-2y+4=0,s: x-y+ 1=0, sorsecantesya que:

1 -2
rango =2
1 -1

6.8 Problemas métricos en el plano

Distancia entre dos puntogx, y) y (X, y). h= \/(K =X +(y-y)°

El angulo entre las rectagy stiene por coseno:

uv + Y,

NIRRT

cosa =

Dondeu = (ug,up) € D(r) y v = (v1,v2) € D(s), son vectores no nulos.

Las rectas y s son perpendiculares, si y solausy = 0, siendas € D(r) y v e D(s) son dos vectores no
nulos.

El vectorn = (a,b) se llama un vector normal deax + by + ¢ = 0 yn es un vector de direccion de
cualquier recta perpendicular.aambiénn es ortogonal a todos los vectores de la direcd&imn

El eje X 0 eje de abscisas es la recta y = 0,gfeeY 0 eje de ordenadas es la recta x = 0.
Ambas son perpendiculares, yagae’ =01+ 10=0
Distancia de un punto a una Recta:

Si C = (m1,m2) es un punto del plane:yex + by + ¢ = 0 es una ecuacion implicita de una recta del
plano, entonces:

_lam+bm+ ¢
d(C, r)——m
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7 TEMA 7. Geometria vectorial del espacio

7.1 Espacio, puntos y coordenadas

Un plano es un objeto del espacio, es un conjuatoutitos del espacio formado por los puntos de una
superficie que no se curve y que consideramos@e&tgende ilimitadamente.

Oz

Ox Figura 7.1

Punto P(3,4,2).

7.2 Vectores del espacio

Sean A y B dos puntos del espacio. Al igual quelgniano llamaremos vector fijo AB al segmento
orientado de origen Ay final B.

Sean A, B, A" y B los puntos de coordenadagdas), (b1,b,,03), (21,8%,a%) y (b1,b™,b%3), diremos
gue los vectores fijos AB y A'B” son equivalenteg solo si:

(b1-a, -3 bb—a)=(b1-a1, bz-a3 bs-aj3
Sonequivalentessi, son paralelos, tienen la misma longitud y sino sentido.

Llamamos vector libreag al conjunto de vectores fijos formados por todssvectores equivalentes a
AB y diremos que tieneag coordenadas (b- a, b, — &, b — &).

Un vector fijo AB que es equivalente a los vectofigss del vector librev se dice que es un
representante de Luego AB es un representantevig.

Definiciones de R.
El vector cero es el vector 0 = (0,0,0).

El vector opuesto a= (a,b,c) es el vector v= (—a, —b, —C).
El méduloo normadel vectow = (a,b,c) es|v|=va’ + b* + ¢ . ||v|]| es una magnitud escalar.

Sean los vectores= (x,y,2) yw = (X',y’,2), susumaes el vectorv + w= (x+x",y+y’,z+2")

Dados el vectov = (a,b,c) y el numero redl, el productdwv es el vectoria, Ab, Ac), ademas decimos
gue el vectow y el vectoriv son proporcionales.
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Dados varios vectoreg, Vs,..., Vi Yy numeros reales, Ap,..., AV, €l vectorw = AVy, AaVy,..., AV, €S
unacombinacion linealdevy, vy, ..., V;

Dadosv = (x,y,2 yw = (X,y',2), el producto escalar deporw esv-w = xX" +yy +zZz’, que es un
namero real.

Se dice que dos vectores smtogonaleso perpendicularessi su producto escalar es cero.

Decimos que varios vectores sdinealmente independientesi al expresar el 0 como una
combinacion lineal de dichos vectores, los codiileie de la combinacion lineal son necesariamente
nulos.

Tres vectores = (x,y,2,w=(X,y,2) yu=(X"y",z") sonlinealmente independientes y sélo si:

x X X
y y VY|#0
z 72 7

los vectores; = (1,0,0),e; = (0,1,0),e5 = (0,0,1) constituyen la llamadi@ase candnicadel espacio.

7.3 Producto vectorial

El producto vectorial de dos vectores del espacio(x,y,2,w = (X',y',z), que designamos per w es

un vector con coordenadas
viw= ,
z y

Usando determinantes y la base candnica del espacio

y vy
z Z

<
5
P D D
N < X
N X

El producto vectorialu =v - w es un nuevo vector perpendicular a los vectordsesiay w.
El producto escalau = v - w por cualquier combinacion lineal g/ w pes 0, ya que
u-(Av+ pw) =A-(uv) + (uw) =0+0=0

7.4 Puntosy rectas en el espacio

Dado un punto P del espacio, podemos construireetov fijo OP, donde O es el origen de
coordenadas. Recordemos que el vector lippees el que tiene por representante a OP. El vegtor
se denomina el vector de posicion del punto Pnetlas mismas coordenadas que P.

La recta r del espacio, determinada por un punyalA vector no nulo v, es el conjunto de puntos:
r={P:vap=tv,conteR}

La direccion de la rectaen el espacio es el conjunto de vectotds) = {tv.te R }
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Sear la recta del espacio determinada por un punto (&=,a) Yy el vector no nulo v = gw,,v3),

entonces P =x(y,2 e r si y sOlo sivap =t Vv, cont € R, es decir si y solo sk{y,? = (a,a,a) +
t-(v1,V2,v3), 0 en forma equivalente:

X=g t+ty
y=atty,
z=a+1ty

Estas ecuaciones se llamaguaciones parameétricager.

7.5 Planos en el espacio

Dados un punto A y dos vector@sealmente independientas y v en elplanor determinado por el
punto Ay los vectores y v es el conjunto de puntos.

n={P:vap =t U+t v, conty,t; € R}

La direccion del plana es el conjunto de vectores:

D(n) ={t; u + t v, conty,t; € R}

Sean el plano determinado por el punto A 3,éaa) v los vectores linealmente independienies
(Ug, Uz, U3) Y V= (V1,V2,V3).

Si P es un punto del espacio con coordenadgs)( entonces & & si y solo si existemy,t; € R, tales
que:

Vap=t1u+bv

Es decir, en términos de vectores de posicion:

Vop=Voattiu+bv

Figura 7.7
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En coordenadas:

(x,y,2 = (a,a,a) + t1-(ug, Ug, U3) + t:(V1,Vo,V3), conty,t, € R, o de forma equivalente:

X=a+tu+ Ly
y=4a, +tlU2+ t2V , conty,t e R,

Z=a+ iyt by

Se dice que las ecuaciones anteriores son unasiecas paramétricas del plamoEn este caso, los
parametros son y to.

Sir es una recta contenida en el plarentonces D esta contenido en by

P e &t si ysolo si el vectovap depende linealmente dey v.

Es decir:

X-a U v
y-a U %=0
Z-& U Vv

Donde A = (a,&,83), U = (U1, U2, U3) YV =(V1,Vo,Vv3). Desarrollando obtenemagx + npy + nzz+ng =0
Que es la ecuacion implicita o cartesiana del ptano

Sean n = (nn,hg) el producto vectorial - v.

e u Vv
n=uly

=€ u YV
& W\
SiPementonces:p(x—a) +(y—a) + g(z—a) =0
Como los vectores y v son linealmente independientes, el veotgrO.
Se dice que el vector=u - v es un vector normal del plarno
Este vecton es ortogonal a y av, por tanto, ortogonal a cada vedtpu + t, v en la direccion de.
Se puede expresar el planen funcién del punto A y del vectorcomo sigue:

n={P =XyY,2: m:(X—a) + n(y — &) + ng:(z— &) = 0} 0 su equivalente = {P : n-vap = 0}
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P

La ecuacion n(x—a) + n(y — @) + ng(z— &) = 0 se puede escribir en la forma:
nX+mpy+mnz+n=0
con np = — (may + npa + Neas)

una ecuacion implicita del plano que pasa por lwgqs no alineados A =a{ay,az), B = (b, b2, b3) y
C =(c1,C2,C3) €5:

X=g
Y- &
- &
7.6 Posiciones relativas de dos planos en el espacio.

Para conocer la posicion relativa de dos planoslesspacio hay que estudiar si los planos tienen
puntos en comun, lo haremos resolviendo un sistEnecuaciones de dichos planos.

Este sistema esta formado por dos ecuaciones esrntognitas y lo resolvemos con el teorema de
Rouché-Frobenius.

Dos planost y p son paralelos si tienen la misma direccion, eg:de¢r) = D(p).
Si dos planog y p son paralelos entonces=% p) o bien ¢ n p =J).
Sinty p son paralelos, admiten ecuaciones implicitas farthaa:
T MmX+rpy+mnz+nn=0,p: mx+mny+mnz+ny=0
((n, g, ng) #(0,0,0))

Un punto P de coordenadasy(d €r =z n p si y solamente si:

ax+by+ cz &=0
ax+dy+ cz d=0

Se dice que el sistema anterior son ww@sciones implicitas o cartesiande la recta.
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7.7 Posiciones relativas de una recta y un plano enesdpacio

Dados una rectay un planor en el espacio, diremos quees paralela a si la direccion de esta
contenida en la direccion ae

Si unarecta r es paralela a un plarentonces o biemn>r, o bienrn =9
Dados una recta r = {Pgv=tw, cont € R} y un planoxr, pueden darse tres casos distintos:

« we D(n) y Ben. Entonces es paralelaay como Be r n n, entonces la recta esta contenida
en el plano.

» weD(n) y B¢ n. Entonces es paralelaayr no esta contenida «.

* w ¢ D(n). Entonces no es paralela a. En este caso se dice que la recta y el plano son
secantes.

Sear una recta yt un plano, de modo quey © son secantes. Entonces existe un p@némico tal que

rnm={Q}

7.8 Posicién relativa de dos rectas en el espacio

Dos rectas y s son paralelas si D(= D(s).

Si dos rectas y s son paralelas entonces o brens o bienr n s=J.

Las rectasr y s son paralelas si y solo sv,{v} son linealmente independientess decir, si son
proporcionales

Diremos que dos rectas sooplanariassi existe un plano que contiene a ambas.

Dos rectas seruzan, si y sélo si no son coplanarias.

Las rectas en el espacio pueden ser paralelas o no.

En el caso de qusean paralelagpuede ocurrir que:

e Sean paralelas y coincidentes, es decir iguales.
» Sean paralelas y no coincidentes.

En el caso de quao sean paralelapuede ocurrir que:

e Estan en el mismo planosg cortan es decir, que seaecantes
* No estan en el mismo planasg cruzan
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A continuacion vamos a ver una serie de ejerr

LV, W,V .
Si —L =—2 =3 hay dos posibilidade:

Wl W2

1. Sean las rectas dadas por las ecuaciones paramedis

X=1+2t X=3+ 4t

r:qy=1 y s:iy=1 U ,"‘.'.-r-"’s
B T

z=1+t z=2+2t i‘,//"
Punto A =(1,1,1), Punto B = (3,1
v=(2,0,1) yw = (4,0,2).
Por un lado tenemos que= 2, las dos recter y sson paralelas
Ademasvpg = (2,0,1)e D(r) = D(s). Por lo tanta = s, son coincidentes
Otra forma de resolverlo es:
=X _Y,"%_%-3 2_0_1

A v, A 2 01

2. Sean las rectas dadas por las ecuaciones paramedsc

X=t X=2+3t B v s

-—

r:qy=t y s:qy=1+3t

z=t z=1+3t

= L
A u r

Punto A =(0,0,0), Punto B = (2,1
v=(1,1,1) yw=(3,3,3).
Por un lado tenemos que= 3v, las dos rectar y sson paralelas

Ademasvag = (2,1,1)¢ D(r) = D(s). Por lo tantano son coincidentes

Otra forma de resolverlo es:

%=X, %% X% X,%-3 2,1 2,1
v, v, A A 11 11
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SiYLz Y% + Y% hay dos posibilidade
Wl WZ

3. Sean lagectas dadas por las ecuaciones parametric:

X =2t X=3+t
r:sy=0 y s:qy=1+t
z=1 z=2+t

Punto A = (0,0,0), Punto B = (3,1

v=(2,0,1) yw=(1,1,1).

Por un lado tenemos gquey w sonlinealmente independiente$as dos rectasy sno son paralelas
Ademasvpg = (3,1,2) =v+w. Por lo tantc y s, son secantes. Se cortan el mismo plar.

Se cortan en el pun@ = (2,0,1)

Tenemos en quey = 0. Sivamos s,t=-1;x=2;y=0;z= 1.

Otra forma de resolverlo es:

N=X v W 3 2
Y.y, %, w=0; |1 0 1=0
-4 v, W 2 1

4. Sean las rectas dadas por las ecuaciones paramedsc

B
X=3+t X=3+t N

| ! v
|

r<y=2+2 y s:qy=5-t
z=1+t z=2+t
Punto A = (3,2,1), Punto B 3(5,7) —a

v=(1,2,1) yw=(1,-1,1).
Por un lado tenemos gquey w sonlinealmente independiente¢as dos rectasy sno son paralelas
Ademasvas = (0,3,1). Los vectores vag, vV, W son linealmente independient. Las rectas se cruzan

en planos distintos.

Otra forma de resolverlo es:

=X v W 011
Y.y, \V, WwW#0; [3 2 -1=-3#0
-4 v, W 111
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7.9 Problemas métricos en el espacio

Si tenemos los puntos A ai(ay,az), B = (01, b2, bs), la distancia sera:

d(AB)=|ve|=y(b-a) +(b- a)°+( b~ 3’

Dadas dos rectasy s, el angulo que forman es el menor de los angwiosddos por dos vectores no
nulos,u yv, dondeu € D(r) y v e D(9).

Sia es el angulo formado poty s, tenemos que:

udf _ Juytuyt uy
ultMl oz + 02+ 2/ + i+

cosa =

Siendou = (U, Up, Ug) € D(r), u #0 yv =(v1,Vo,v3) € D(S), v£ 0.

Las rectas y s, son perpendiculares si y solo si el angulgue forman es 90° % radianes, es decir

si y solo siu-v = 0, es decir, los vectoresy v son ortogonales.

Las rectas y un planar son perpendiculares ises perpendicular a toda restaontenida en el plano
TT.

Si tomamosu € D(r), v, w € D(x), conu # 0, vy w linealmente independientesny# O un vector
normal der, entonces:

r y = son perpendiculares si y sélo gi(= 0) y u-w = 0), es decir, si y sélo siy n son linealmente
dependientes.

Seann y p dos planos en el espacio, con vectores normales(ng, ny, nNz) y n = (N1, N, N'g),
respectivamente. Entonces:

Los dos planos son perpendiculares si y satorsi= 0, es decir, si y sélo si:
NNy +nyn2+ngn’s+=0
Se puede demostrar que: d{Cs d(C,Q)
Donde Q es el punto de interseccién del placon la recta que pasa por C y es perpendicutar a
Distancia de un punto a un plano:

Si C es el puntoc, ¢, C3) Y . mx + 'y + gz + g = 0, entonces:

d(cr)=InG* Gt net o
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